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Resumen

Durante los tltimos treinta anos, el ambito de la teoria de la musi-
ca ha ido incorporado un conjunto de conceptos y formulaciones ma-
tematicas de sofistificacion creciente. Entre éstas, se encuentran las
que presentan y discuten las propiedades de las escalas musicales ba-
jo la éptica y el lenguaje del algebra moderna. La comprensién de
estos conceptos resulta de utilidad para entender o abordar algunos
desarrollos musicales modernos, tales como la musica microtonal. Pe-
ro también resulta de utilidad para enmarcar, al menos en parte, el
proceso historico que, en el &ambito de las escalas musicales, se ha ido
produciendo en los ltimos siglos. En este ambito, es notaria la caren-
cia de trabajos que presenten aportaciones en idioma espanol. Por ello,
este articulo se plantea realizar una recapitulacién de algunas de estas
aportaciones. En particular, este articulo presentara las escalas musi-
cales como objetos matematicos que, en algunos casos, pueden poseer
las propiedades de lo que, en dlgebra, se llama estructura de grupo.
Se introducira el importante concepto de generadores de una escala
y se discutirdn algunas representaciones y propiedades, especificas, de
las escalas de mas doce sonidos por octava. Finalmente, el articulo
aporta una clasificacion de las escalas atendiendo al nimero y tipo de
sus generadores.

1. Introduccion

Durante varios milenios las escalas musicales han constituido el ingredien-
te primario sobre el cual se ha construido la musica. Diferentes civilizaciones,
en diversas partes del mundo, han usado y usan escalas musicales diferentes.



Es una experiencia comtn que muchas de estas escalas conducen a estilos mu-
sicales caracteristicos que, con frecuencia, evocan sentimientos y sensaciones
diferenciados.

El hecho de que, por un lado, las escalas musicales presenten una cierta
personalidad y de que, por otro, no resulten fijadas de forma univoca por la
naturaleza, sino que contengan un grado de arbitrariedad importante en su
construccién, ha fascinado a musicos, fisicos y matematicos a lo largo de va-
rios milenios. Esta fascinacion, que hoy continua bien patente, ha incentivado
el estudio de la estructura matematica de las escalas musicales.

La tradicion suele asignar a Pitdgoras (s. VI a.C.) los primeros intentos
formales de identificar las relaciones aritméticas que subyacen bajo la conso-
nancia de los sonidos. Relaciones que, en la Grecia antigua, dieron lugar a la
construccién de escalas bien conocidas y documentadas [19], [2]. Sin embar-
go, parece cada dia més claro que los Egipcios e, incluso, antes los Sumerios,
ya en los albores de la historia, usaron escalas ligadas a relaciones numéricas
bien establecidas [L1].

En occidente, hasta que no llego el Renacimiento la escala indiscutible-
mente usada fue la llamada Escala Pitagérica. Pero a partir de entonces
comenzé un debate, que ain sigue vivo, sobre como modificar o ampliar di-
cha escala para mejorar sus consonancias o para permitir composiciones mas
complejas, sobre todo desde el punto de vista armoénico. Durante siglos, esta
discusion ha despertado el interés de musicos, cientificos y matematicos y
ha dado lugar a la proposicién de numerosas escalas [2]. Pero ha sido, en
parte, siguiendo el proceso de biisqueda que se inicia a raiz del abandono del
concepto de tonalidad a finales del siglo XIX y, mas significativamente, por
las oportunidades que la aparicién del ordenador digital aporta en lo que se
refiere a la generacién de sonidos, que se ha producido un interés renovado
por la construccion y utilizacion de escalas de mas de doce sonidos por octa-
va. En este proceso, se ha vuelto a poner de manifiesto que resulta de interés
identificar cuales son las estructuras intimas subyacentes en las habituales
escalas occidentales. Esta identificacion, al margen de ayudar a comprender
mejor las escalas usadas en la actualidad, habria de facilitar la construccion
de nuevas escalas que presentaran un buen potencial como materia prima
para el trabajo de los compositores.

Son varios los trabajos que se han desarrollado en los ltimos anos en
este ambito. En este articulo, nos centraremos, en buena medida, en aque-
llos que han buscado dichas estructuras basicas en el dglgebra de grupos. En
este sentido, el trabajo que parece haber introducido el concepto de grupo
aplicado a las escalas musicales es el Budden [3] E|y, posteriormente, el de

!'Budden también introduce el concepto de grupo al analizar ciertas simetrias y estruc-



Balzano [I] P| Balzano, especificamente, describe la aplicacién de la teorfa de
grupos, pero centra su interés en la identificacion de propiedades que per-
mitan construir, lo que él considera, escalas diaténicas generalizadas: escalas
que sean un subconjunto de una escala cromatica méas amplia y en las que
puedan reconocerse algunas de las propiedades que la escala cromatica de
siete notas presenta frente a la escala cromatica de doce. Reconociendo el
interés de dichos esfuerzos, hemos omitido mayor referencia ha esta parte de
su trabajo porque creemos, con Erlich [9], que presentan, un cierto grado de
arbitrariedad.

2. Definicion de escala musical

El objeto de esta seccién es definir y presentar el objeto matemaético que
llamaremos escala musical. Para ello, y dado que la experiencia musical es de
caracter principalmente sensorial, comenzaremos la formulacién partiendo de
un conjunto que representa una realidad fisica bien perceptible: el conjunto
[' de todos los tonos musicales posibles E] Una coleccién de n tonos puede
ser representada por {7y, 7, - ,7,} donde los 7; € T'. Puede definirse una
aplicacion ¢ entre los elementos de I' y el conjunto de los nimeros reales
positivos BT, de manera que, la imagen ¢(7;) de cada uno de los 7; sea el
valor numérico de la frecuencia del armoénico fundamental del cada tono.
Denominaremos T € R al conjunto de imégenes asi obtenido. Es decir,

o:{r— fiTel, feT}

Es evidente que dos tonos diferentes, en particular de diferente composicion
armonica, pueden compartir una misma imagen y que, por lo tanto, la apli-
cacion ¢ no tiene el caracter de una inyeccion.

Consideremos ahora el que denominamos como conjunto de todos los in-

tervalos posibles
I:{x;zeRT,x>1}

Definimos la aplicacién ¢ : {I' x " — I}, que asigna a cada par de tonos
(7;, 7j)un elemento de I que denominaremos valor del intervalo. La regla de

turas repititivas que se dan en el desarrollo de muchos pasajes musicales

2También existe una escuela Francesa, algo posterior en el tiempo, cuyo principal ex-
ponente es Hellegouarch [I5].

3En este articulo se utiliza el término tono y tono musical para denominar, indistin-
tamente, a un sonido armonicamente complejo producido por un instrumento musical y
que, por lo tanto, en general consiste en la superposicién de varios sonidos armoénicamente
puros cuyas frecuencias estdn en la proporciéon 1, 2, 3, ..., etc.. La acepcion habitual de la
palabra tono como intervalo no se utiliza en este articulo.



asignacion es

maz{$(r;), ¢(7;)}

min{¢(7i), o(7;)}

que da el cociente entre la frecuencia fundamental mayor y la menor de los
tonos considerados. Es evidente que la aplicacion d no tiene, tampoco, un
caracter inyectivo, ya que diversos pares de tonos pueden dar a la misma
imagen o valor del intervalo.

Como ha podido verse, hemos partido del concepto de tono y de frecuencia
para llegar al de intervalo. Este recorrido nos parece el méas natural. Sin
embargo, otros autores prefieren realizar su construccion sobre el conjunto
de la frecuencias (p.e. [14]).

Es un hecho bien contrastado que existe una fuerte correlacion entre la
impresion subjetiva de consonancia o disonancia que producen dos tonos
al sonar simultdneamente y el valor del intervalo entre dichos tonos. Y, en
particular, que cuando dos tonos son tales que el valor de su intervalo es 2, se
produce la maxima impresion de Consonanciaﬁ Este hecho sugiere considerar
la relacién binaria & que se define, diciendo que dos intervalos {iq, i, € I}
son equivalentes, y lo escribiremos como 4,37y, si y sélo si i, = 5 - 2° donde
z es un numero entero positivo o negativo, es decilﬂ

5(7'1',7']') =

S {iaSip & ig =iy - 2% 2 € Z}

Es facil comprobar que la relaccion binaria & es reflexiva, simétrica y transiti-
va y que, por lo tanto, puede considerarse como una relacion de equivalencia.
Denominaremos C(7) a cada una de las clases de equivalencia a que da lugar
§. La relacion & introduce una particién sobre el conjunto de los interva-
los I ya que permite dividir dicho conjunto en un conjunto de subconjuntos
disjuntos: los intervalos pertenecientes a cada una de las infinitas clases de
equivalencia. El conjunto de todas las clases de equivalencia, con frecuencia
denominado conjunto cociente, se puede escribir como I /Sy, en nuestro caso,
lo denominaremos octava.

Es 1til considerar el concepto de representante canonico de una clase de
equivalencia. En el caso que nos ocupa, llamaremos representante canénico de
la clase de intervalos C'(7) al miembro de dicha clase i® que cumple 1 < i° < 2.

4Las razones fisicas y fisiolégicas son bien conocidas y han sido ampliamente discutidas
a lo largo de los ultimos siglos. Resulta especialmente interesante y recomendable el trabajo
de Helmholtz[I6] .

A pesar de que la seleccién de i = 2 como elemento a partir del cual se configura todo
el desarrollo posterior de la escalas es totalmente natural, desde un punto de vista tedrico
nada impedirfa elegir otro valor. Por ejemplo, la llamada escala de Bohlen-Pierce [23] es
una escala de 13 tonos iguales repartidos en un intervalo de una doceava, es decir divide
en trece partes el intervalo 3:1.



Es claro que cada clase tiene un unico representante canonico. El conjunto
de todos los representantes canénicos forma un subconjunto 1° C I al que
también podriamos denominar, sin crear confusién, octava.

En musica, el andlisis de las propiedades arménicas de los intervalos se
centra, principalmente, en el estudio de las propiedades de consonacia o diso-
nancia de los representantes canénicos I°. Alguno de éstos reciben nombres
particulares bien conocidos, entre los que estan los de tercera mayor justa
(i° = 5/4 ) de cuarta justa (i° = 4/3 ) y de quinta justa (i° = 3/2 ) (ver
cuadro [1). Ellis [7] ha recogido, enciclopédicamente, més de 150 nombres
correspondientes a otros tantos intervalos del conjunto 7°.

Las consideraciones anteriores nos permitirian definir una escala musical
>) como una sucesién finita y ordenada de intervalos canénicos

0. (0 0 -0 .0 -0 -0 -0
20 {if,49,...,ip} donde i} =1, 47 <if q, iy <2

o0, tal vez de forma mas propia, como un conjunto finito y ordenado de clases
de intervalos

50 {C(i9), C(i3), ..., C(i°)}

n

Ahora bien, conviene senalar que la definiciones clasicas de escala hacen més
bien alusion a una sucesion de tonos mas que de intervaloﬂ por ello, y para
evitar confusién, completaremos la denominacién de esta escala llamandola
escala de intervalos y la diferenciaremos asi de la sucesién ordenada de tonos
a la que llamaremos escala de tonos o escala de clases tonos. Para la cons-
truccién de una escala de tonos es necesario fijar un tono de referencia que
llamaremos tonica.

Sea 77 € I' un tono cualquiera, que actuard como tonica, y sea X°
una escala de intervalos, donde sus representantes candénicos se denotan por
{i%; k =1,2,...,n}. Podemos construir una escala de tonos, que llamaremos
escala de 77 en modo X° como la sucesién ordenada de tonos {77, 75,...,7°}
donde los 7 se eligen de forma que generen un intervalo if, con la ténica, es
decir que §(77, 77) = 3.

La operacién anterior, que no es mas que la transposicién de la escala
de intervalos a la tonalidad marcada por la ténica, establece una biyeccion,
dependiente del parametro 77, entre el conjunto de intervalos I y el de tonos
I'. Dicha biyeccion permite inducir una relacion de equivalencia sobre sobre
I' que llamaremos N(77). Esta relacién de equivalencia se describe diciendo
que dos tonos 7; y 73 estan relacionados entre si y, por lo tanto, pertenecen a

6 Por ejemplo, Randel [21] :“A collection of pitches arranged in order from lowest to
highest (...)” o Diccionario de la RAE [5] : “sucesién diaténica o cromética de las notas
musicales”



Valor Nombre Valor Nombre

1 unisono 7/5  quinta sub-menor
10/9  segunda menor 3/2  quinta

9/8  segunda mayor 8/5  sexta menor

8/7 supersegunda 5/3 sexta mayor

7/6  tercera sub-menor | 12/7  sexta super-major
6/5  tercera menor 7/4  séptima armonica
5/4  tercera mayor 16/9  séptima menor

9/7 tercera super-mayor | 9/5 septima menor aguda
4/3  cuarta 15/8 séptima mayor

Cuadro 1: Algunos intervalos justos con nombre propio [7]

la misma clase de equivalencia si los intervalos 6(77, 7;), 6(77, ) pertenecen
a la misma clase de equivalencia.

La relacién de equivalencia R(77) permite generar, pues, unas clases de
equivalencia que denominaremos C(7{;7), cuya agrupaccién es la particion
['/R(7?) que resulta isomorfa con la anterior particién del conjunto de las
clases de intervalos I/,

Empleando este procedimiento de relacion, algunos de los intervalos clési-
cos que poseen nombre propios caracteristicos se corresponden con clases de
equivalencia de tonos que también poseen nombre propios. Por ejemplo, los
intervalos destacados en negrita en el cuadro [l darfan lugar a la conocida
secuencia: do, re, mi, ...

3. Operaciones entre intervalos y estructuras
de grupo

Sobre el conjunto de todos los intervalos I definimos una operacion o ley
de composicion que denotaremos multiplicativamente, es decir por el simbolo
.’ Esta ley de composicion, que coincide con la multiplicacién de ntimeros
reales, permite hacer corresponder a los pares de valores de intervalos (i;, i)
un tercer intervalo ¢,, = i; - i.

Puede comprobarse que la ley es, lo que los mateméticos llaman, establd']
respecto a la relacion de equivalencia & por lo que induce un ley de composi-
cion, que denotaremos por ®, sobre el conjunto de las clases de equivalencia

"Se dice que una ley es estable respecto a una relacién de equivalencia si el compuesto
de dos elementos cualesquiera a y b se cambia en un equivalente cuando se reemplazan a
y b por dos elementos equivalentes.



I/S. Es decir que, ademds de operar con intervalos, se puede operar con
clases de intervalos teniéndose el resultado de que si

Por ejemplo si i; = 3/2,is = 4/3 se tiene que C'(i1) ® C(iy) = C(2) = C(1),
que es el elemento neutro dentro de /.

El conjunto cociente I/ formado por todas las clases de equivalencia
C(7) y dotado de la operacién ® tiene todas las propiedades necesarias para
ser considerado un grupo |§| Como, una vez definido un tono que actué como
tonica 77, y que podria interpretarse como un parametro, se puede definir un
isomorfismo entre el conjunto de las clase de tonos I'/X(77) y el conjunto de
clases de intervalos I/ se deduce que puede definirse una operaciéon ® que
permite a [' adquirir también estructura de grupo, es decir

(I/¥,®) es un grupo isomorfo isomorfo con el grupo (T'/R(77), ®)

Pero nuestro interés, a la hora de estudiar las escalas musicales, no esta los
conjuntos anteriores de tonos e intervalos, que poseen ambos infinitos elemen-
tos, sino que se sitia en subconjuntos finitos y ordenados de clases de tonos
o clases de intervalos. Por ejemplo, nos interesa conocer que caracteristicas
habrian de tener subconjuntos del tipo X° : {C(i9);k = 1,...,n} para que
mantegan las propiedades de grupo ya que esto nos aseguraria que operacio-
nes entre intervalos son cerradas y que, por lo tanto, cualquier melodia puede
transponerse a cualquier tonalidad. O dicho de otra forma, ;qué estructura
intima ha de poseer la escala >° para que ésta sea un subgrupo del grupo
1/, ®)7.

Para responder a esta pregunta de forma general, y para el posterior anali-
sis de los diversos tipos de escalas, conviene definir el concepto de generador
de una escala, que replica el conocido concepto generador en la teoria de
grupos. Dirifamos que el subconjunto 0° C Y° es un sistema de generadores
de la escala >° si todos los elementos de dicha escala pueden generarse como
producto ® de un nimero finito de elementos de ¢° o de sus inversos. Con
esta definicién es evidente que siempre puede encontrase al menos un sub-
conjunto generador, si bien cabria considerarlo como de caracter impropio,
ya que se trataria del conjunto 3° en si mismo. Pero los casos interesantes se
dan cuando existen sistemas de generadores con un nimero reducido de ele-
mentos. En ese caso, se pueden anticipar algunas propiedades de las escalas
atendendiendo a sus generadores.

8La definicién de grupo puede encontrarse en cualquier manual de 4lgebra, por ejemplo
en [22] . Las propiedades mds relevantes de un grupo son que: (1) la operacién entre dos
elementos del conjunto siempre da lugar a otro elementos del conjunto, (2) que todos los
elementos tienen un inverso contenido en el conjunto y (3) que existe un elemento neutro.
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El ejemplo més sencillo se da cuando un tnico elemento C(i) es capaz de
generar ».°. Denominaremos a dichas escalas como mondgenas. Las escalas
mondgenas mas importantes, por razones historicas y practicas, son las co-
nocidas pentatonica (de 5 elementos), pitagorica diaténica (de 7 elementos)
y, la denominada igualmente temperada de 12 elementos. Historicamente se
han propuesto también diversas escalas igualmente temperadas, y por lo tan-
to monogenas, de mas de 12 elementos, tales como las escalas de 19, 22 y 31
elementos [2] y, de hecho, algunas de éstas son objeto de intensa discusion
en la actualidad [9],[1].

Las escalas pentaténica y pitagoérica poseen el mismo generador y éste es
la clase de equivalencia que corresponde al intervalo de quinta justa C'(3/2),
asi se tiene:

= que la escala pentatonica se genera por las potencias sucesivas del ge-
nerador C'(3/2) y es (realizando la ordenacién correspondiente)

Cl(3/2)°], C[(3/2)%], C1(3/2)"], C(3/2)'], C[(3/2)°]

empleando la notacién exponencial para denotar el producto repetido
cuyos representantes canénicos son: {1,9/8,81/64,3/2,27/16}

= que la escala pitagérica diaténica, continua la serie anterior en dos
elementos mas, dando lugar a

C[(3/2)°],C[(3/2)°], C[(3/2)"], C[(3/2)°], C[(3/2)], C[(3/2)°], C[(3/2)°]
cuyos representantes canénicos son:

{1,9/8,81/64,729/512,3/2,27/16,243/128}

Conviene notar que cualquiera de los representantes candénicos de estas
dos escalas se puede escribir como 2" - 3° donde 7 y s son niimeros enteros. A
veces se utiliza esta consideracién para denominar a estas escalas como escalas
de limite-3, en el sentido que solamente se han utilizado para su construccion
nimeros primos menores o iguales que 3 [20]. La habitualmente denominada
escala de entonacion justa EL necesita de una construccion limite-5, o lo que

9 La definicién que consideramos aqui de escala de entonacion justa es la de Randel [21]
“Any tunning that incorporates five or more acoustically pure types of intervals within
the octave; in the case of the diatonic or chromatic scales, those based on acoustically
pure major thirds and acoustically pure fifths”; cuya intencién es similar a al de Barbour
[2] “a 12 note system that contains some arragement of pure fifths and major thirds”;
es decir la que habitulamente se denomina escala de entonacion justa no pretenderia la
reproduccién exacta de la serie armonica, ya que esta hace aparecer intervalos justos tales
como el del séptimo arménico 7/4 (o séptima arménica o natural) que no puede reducirse
a una combinacién de terceras mayores y quintas justas.



es lo mismo, de un sistema de generadores no basado tinicamente en la quinta
C(3/2), sino, por ejemplo, la tercera mayor justa C(5/4). Por ello la escala
justa (limite-5) no es mondgena. Tampoco serfan monégenas, al necesitar
tres y cuatro generadores respectivamente, las escalas de limite-7 y limite-11
que se vienen describiendo en las ultimas décadas [20], [9] y a las que nos
referiremos mas adelante.

Es facil comprobar que ni la escala Pentatonica ni la Pitagérica forman
un subgrupo de I° ya que no son conjuntos cerrados frente a la operacién ®.
Es decir, la adicién sucesiva de quintas justas da lugar, como es bien sabido,
a una serie infinita de clases de intervalos diferentes.

Ambas escalas son parte de lo que Ellis [8] denominé temperamentos li-
neales H Como se vera en la siguiente seccién, este resultado puntual puede
generalizarse facilmente atendiendo al hecho de que el nimero 2, base de la
relacion de equivalencia elegida, y el nimero 3, el generador de la escala, son
nimeros primos entre si.

4. Escalas mondégenas de n elementos

Como ya se ha indicado nos interesa conocer que condiciones ha de cum-
plir una escala mondgena finita para que sea un grupo. La propiedad de grupo
es esencial ya que es la que nos asegura que las operaciones entre elementos
del conjunto es cerrada y que, por lo tanto, cualquier melodia puede transpo-
nerse a cualquier tonalidad empleando, exclusivamente, las notas de la escala.
Esta propiedad es la que Ellis [§] asocié a lo que él denomino “temperamen-
tos ciclicos”, es decir escalas en que, a partir de una cierta nota, la sucesién
de notas de notas de la escala vuelve a repetirse. Como puede anticiparse,
estas escalas son las habitualmente denominadas “igualmente temperadas”,

Conviene estudiar, por lo tanto, las propiedades de los grupos mondgenos.
Afortunadamente, este tipo de grupos han sido ampliamente estudiados en
algebra con lo que podemos obtener los resultados que deseamos simplemente
recuperando dichos trabajos de los manuales de algebra (p.e. [22]). A tal fin,
y para simplificar la exposicion, estudiaremos dichas propiedades en términos
generales para un grupo G y para un generador a.

Sea a un elemento cualquiera de un grupo G donde la ley de composicién
interna se denota multiplicativamente y el elemento neutro es denominado
como e. El conjunto generado por las potencias a”, siendo r un niimero entero,
es un subgrupo de G, diciéndose que esta engendrado por a. Sobre este grupo
mondgeno cabe considerar dos posibles casos. A saber, que siendo p y ¢ dos
nimeros enteros, se cumpla

10«51 endless series of notes which never recur in pitch”



1. que si a? = a? se implica necesariamente que p = ¢. Entonces el sub-
grupo generado comprende una infinidad de elementos, y se denomina
grupo monoénogeno infinito.

2. que existan algunos p, ¢, con (p—q) = k > 0, tal que se cumple a? = a4
o lo que es lo mismo tal que a?~9 = ¢* = e. En este caso el grupo
mondgeno es finito.

Para este segundo caso, designemos por n el menor niimero positivo para
el cual a™ = e. Se dice entonces que se trata de un un grupo ciclico de orden
ny los {a° a',... a" '} son todos distintos, y cualquier otro elemento del
grupo coincide con uno de ellos. Si p es un entero cualquiera (positivo o
negativo), podré escribirse p = gn + r, siendo ¢ un entero y 0 < r < n, de
donde a? = a?" - a" = a", siendo entonces a” el representante canonico de la
clase de equivalencia consituida por todos los aP.

Cualquier grupo ciclico finito de orden n, que llamaremos C,, es isomorfo
con Z,, el conjunto de los enteros dotados de la operacion adicion maodulo
n EL [gualmente, cualquier grupo ciclico infinito es isomorfo con el conjunto
infinito de los niimeros enteros Z.

Volvamos ahora al estudio de las escalas generadas por la quinta justa
(tales como la escala Pitagérica). Para que una escala de este tipo fuese un
grupo ciclico de orden 12, deberfa cumplirse que C[(3/2)'?] = C(2) o lo que
es lo mismo que, 3'2 = 29 donde ¢ serfa algin nimero entero. Pero esto es
imposible ya que 3 y 2 son primos entre si.

De lo anterior se infiere que para que una clase de intervalos C(i,) pueda
ser generador de una escala cerrada, es decir que sea un grupo finito, debe
ocurrir que iy = 2™ para algin n,m € Z*t siendo m < n. Paran = 12, si
tomamos m = 1, el intervalo generador es el conocido semitono temperado,
C(iy) = C(2'/'2) y se obtiene la actual escala igualmente temperada de 12
notas, que es isomorfa con Zis y que por analogia podriamos llamar Ci,.
Si se toma n = 3, el generador correspondiente serfa C'(i,) = C(2Y/?) o lo
que es lo mismo, una tercera mayor temperada y se obtendria una escala de
solamente 3 tonos distintos do, mi, sol § que es isomorfa con Zs. Todas estas
escalas son cerradas, de hecho todas son subgrupos de la escala C},.

De forma maés general, para cada m elegido, se generaran n/m elementos
distintos siempre y cuando m sea un divisor de n. Si m y n son primos entre
si (por ejemplo con m = 7 el caso de una escala de 12 notas, n = 12), ocurre
que C(i,) = C(2™/™) (en el ejemplo 27/, que es una quinta temperada) es
un generador completo de C,, es decir genera los n elementos diferentes de
dicho grupo ciclico. Es decir que, al margen del generador bésico i, también

UT,a operacién mod,,(z) da el resto de dividir un nimero entero z por n.

10



seran generadores del grupo ciclico completo C,,, todas las potencias de iy’
tales que m y n sean primos entre si.

Este resultado es bien conocido en la teoria de grupos y puede resumirse
en la siguiente proposiciéon: en un grupo ciclico de orden n el nimero de
generadores diferentes viene dado por la funcion ¢ de Euler, representada
por p(n).

La funcién ¢(n) puede calcularse utilizando el teorema fundamental de la
aritmética que expresa que todo entero positivo n se descompone de manera
Unica, excepto por una reordenacion de factores, en un producto de nimeros
primos pi', py?, ..., p*. Entonces la funcién es

Tk—l

e(n) = (pr — Dpi~" ... (px — 1)}

En el caso de las escalas musicales igualmente temperadas esto tiene algu-
nas consecuencias interesantes. Como ya hemos dicho en el caso de la habitual
escala de 12 tonos, se tiene que ¢(12) = 4 es decir que existen los cuatro gene-
radores basicos ya comentados: el semitono i;, donde iy, = 21/12 1a cuarta ig,
la quinta ZZ y la séptima mayor i;l H Todos generan la misma escala aunque
hacen aparecer los intervalos en ordenes diferentes, que recuperan su ordena-
cion habitual al expresar la escala en funcion de sus clases de equivalencia de
intervalos. Los estudiantes de musica reconoceran este resultado ya que con
frecuencia son obligados a “hacer escalas” por semitonos ascendentes C' (i;),
por semitonos descendentes C' (i;l), o por los llamados “circulos de cuartas”
C(i)) y de quintas C(i]) E Cuando se hacen escalas empleando otros inter-
valos, por ejemplo, por segundas mayores C' (zg) el estudiante comprueba que
no recorre todas la notas sino solo un subconjunto, un subgrupo realmente
de seis notas. Este resultado puede generalizarse, diciendo que, al margen del
caso impropio C} = (), resulta que C} es un subgrupo de C, si y sélo si k
(o el inverso de k modulo N) divide a n, es decir modg(n) =0 .

Otra cuestion que resulta aparente de la discusién anterior es que es po-
sible encontrar sistemas de generadores que no contengan explicitamente un
generador bésico C'(i,). En efecto, basta con elegir, por ejemplo, parejas de
elementos del grupo tales que ¢4, - 75, = 7, lo cual en un grupo ciclico es
muy facil ya que, por ejemplo, i;il “ig,., = ig por definicién. En el caso de
las escala musical igualmente temperada podria tomarse, por ejemplo, una
tercera mayor 4, y una tercera menor i; ya que su combinacién aplicada

121,5,7 y 11 son los tinicos niimeros menores que 12 con son primos con 12

13Como es bien sabido, desde un punto de vista histérico, la escala ignalmente temperada
de doce tonos surge, de hecho, de temperar las quintas, de forma que doce quintas sean
equivalentes a siete octavas, es decir de manera que se pueda cerrar el circulo de quintas
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sucesivamente genera el subgrupo completo. Es decir cualquier tono de la
habitual escala temperada puede expresarse como una combinacién de terce-
ras mayores y menores temperadas. Este resultado es otro aspecto de lo que
Balzano [I] llama la “tercera representacion” de Ci. Pero lo mismo ocurriria
con las cuartas y las terceras mayores con cualquiera de los inversos de la
combinaciones anteriores, por ejemplo una tercera mayor y una sexta mayor.

De forma mas general, cualquier grupo ciclico de orden n, en el que n
puede expresarse como el producto de una pareja de ntimeros primos p, ¢,
puede descomponerse en el producto directo de dos subgrupos ciclicos de
ordén py q [22] .

5. Seleccion de escalas monégenas con mas
de doce elementos

De las secciones anteriores resulta evidente que es posible generar infini-
tas escalas mondégenas de mas de doce elementos por octava. De hecho, al
margen de las consideraciones algebraicas aqui realizadas, a lo largo de la his-
toria se han realizado multiples propuestas y ensayos con escalas igualmente
temperadas de mas de doce sonidos por octava [2].

Entre estas referencias histéricas, puede destacarse, por ejemplo, la de
Nicola Vicentino (1511-1576) que propuso una escala temperada de tonos de
31 sonidos y dié instrucciones para la construccién de un archicembalo [M]
capaz de dar dichos sonidos. Esta escala fué, un siglo mas tarde, defendida
vivamente [17] y su construccién clarificada, mediante la utilizacién de los
logaritmos, por el fisico holandes Christian Huyghens (1629-1692). Huyghens
argumenta que esta escala permite un ajuste muy bueno y equilibrado a
los intervalos més consonantes. Mds recientemente, el matematico y musico
holandes Adriaan Fokker (1887-1972) ha defendido [12] esta escala como
una solucion casi éptima al problema de reproducir los intervalos justos, con
una escala igualmente temperada. Esta escala, de 31 sonidos, da lugar, por
ejemplo, a unas quintas (y cuartas) ligeramente peores que las de habitual
escala de 12 sonidos, pero, sin embargo, mejora notablemente la consonacia
de las terceras mayores y menores (y, por lo tanto, de las correspondientes
sextas), asi como de las séptimas armdnicas.

El problema de decidir cuantos sonidos debe tener una escala mondgena
para ser realmente 1util a los compositores e interpretes es interesante ya que,

14Este término aparece, por primera vez en, el tratado de Vicentino [25] y se refiere a
un clavicordio de doble teclado y teclas dobles, probablemente inventado en la primera
mitad del siglo XVI.
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realmente, no tiene una respuesta que resulte indiscutible. Por ejemplo, si lo
que se busca es representar las consonacias naturales de una forma lo mas pre-
cisa posible (con el fin, por ejemplo, de llevar a cabo composiciones tonales),
nos enfrentamos al problema de como medir el grado de ajuste de una escala
dada a los intervalos justos que se derivan de la serie armonica. Si nuestro
interés esté en disponer de una escala que reproduzca bien las quintas jus-
tas, las terceras mayores justas y las séptimas armonicas, comparariamos los
correspondientes intervalos aproximados de la escala bajo estudio con aque-
llos intervalos justos, y nos encontramos que tendriamos que decidir como
valorar dichas diferencias. Por ejemplo, jqué es mejor, unas terceras y sépti-
mas bastante ajustadas a costa de unas quintas peores? o todo lo contrario.
En suma, se hace necesario disponer de una métrica que permita medir esta
diferencia. Por otro lado, estaria la discusion, en la que no entramos aqui,
del compromiso entre la exactitud de la escala y su dificulta de utilizacion
préctica, sobre todo si se considera su utilizacion via instrumentos mas o
menos clasicos y no solamente via musica controlada por ordenador.

Fooker[12] propone una métrica de este tipo consistente en la desviacién
media cuadrética de los intervalos generadores bésicos (por ejemplo, la quinta
justa, la tercera mayor justa la séptima arménica) con los correspondientes
de la escala bajo andlisis. Con esta métrica, asi como con otras similares que
pueden ensayarse, efectivamente resulta que la escala igualmente temperada
de 31 sonidos presenta unos niveles de ajuste muy interesantes. En un trabajo
posterior Fokker[I3] realiza un anélisis sistemético de la capacidad de ajuste
de diversas escalas igualmente temperadas para reproducir, progresivamente,
armoénicos mas altos. Asi dependiendo de si el objetivo esta en ajustar las
quintas y terceras, o si también se desea ajustar las séptimas armonicas, las
onceavas y las treceavas se obtienen diferentes resultados. En sus conclusiones
Fokker propone de hecho que se adopte la escala de 31 sonidos como un
primer nivel de mejora respecto a la situacion actual y que, en el futuro, se
consideré, segtin la creaccion musical lo fuese demandando, pasar a escalas
de més subdivisiones [l

Un aspecto relacionado con la seleccion y utilizacién de las escalas de
mas de doce sonidos por octava y la conveniencia o no de identificar lo que se
ha dado en llamar “escalas diaténicas generalizadas”. Estas consistirfan en
subjconjuntos de una escala que permitiesen asegurar una cierta coherencia
armoénica o melddica. Los criterios para extraer un subconjunto “diaténico”
de una escala mondgena cualquiera han sido objeto de discusién por varios

15La siguiente escala que mejora, en general, la respuesta de la escala de 31 elementos es
la de 41, que permite capturar mejor los arménicos superiores al séptimo. Una escala que
no alcanza la respuesta de la de 31 sonidos pero que mejora la de 12 sonidos y, no resulta
demasiado compleja, es al de 22, que ha sido recientemente defendida por Erlich [9]
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autores [1], [18], [10], [9] no habiéndose alcanzado un consenso al respecto.

6. Escalas no mondgenas

Nos hemos referido al sistema de generadores de una escala como aquel
conjunto de intervalos que permite obtener cualquier intervalo de la escala
como el producto de un nimero finito de sus elementos. Un caso de particular
importancia es el caso de las escalas mondgenas en las que el generador es
unico y en las que se dan dos casos: escalas abiertas y escalas cerradas.

Pero a lo largo de la historia se han propuesto y usado escalas de gran
importancia que no respoden al modelo monégeno y que, de hecho, necesi-
tan dos o més generadores. Entre éstas, las mas importante historicamente
son algunas de las escalas de afinaciéon mesoténica. También son escalas no
monogeneas las habitualmente llamadas escalas de entoncacién justa (excep-
tuando la de dimension 1 que seria la escala Pitagérica y que es mondgena
ya que tiene como unico generador la quinta justa).

Es bien conocida la importancia histérica de las escalas de afinaciéon me-
sotonicas y su estructura y variantes son bien conocidaﬂ por lo que aqui nos
limitaremos a una brevisima descripcion que nos permita completar nuestra
presentacion. En términos resumidos las escalas de afinaciéon mesotonica con-
sisten basicamente en sacrificar, en una cierta proporcion la exactitud de las
quintas, para asegurar una terceras mayores perfectas o casi perfectas. En
la versién mas simple de esta escala las quintas son reducidas en un cuarto
de una coma sinténica, de manera que 4 cuatro quintas consecutivas produz-
can una tercera mayor E Como es bien sabido, el encadenamiento de estas
quintas planas, da lugar, al completar la octava, a la apariciéon de una quinta
muy desafinada que es la conocida quinta del lobo o “quinta haullante” que
impedia la utilizacién de tonalidades alejadas de la empleada como referen-
cia en el proceso de afinacién. Esta escala, en su versién mas simple, tiene
un unico generador: la quinta temperada (la justa menos el cuarto de coma
sinténica). La quinta del lobo necesaria para completar la octava se deduce
automaticamente La quinta temperada seria de 696,58 Cents y la “quinta
del lobo” seria de 737,64 Cents. Sin embargo, sobre esta version inicial de la
escala mesotdnica se han propuesto otras que necesitan méas de un generador.
Por ejemplo, Barbour [2] menciona un temperamente mesoténico en que el

16existen muchas versiones de escalas mesoténicas, el lector interesado puede consultar

Barbour [2]

1"Una coma sinténica es justamente la diferencencia entre una tercera pitagérica 2~
y una tercera justa 5/4, que expresada en términos de cents [7] es de, aproximadamente,
21,05

634
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exceso de la quinta del lobo es repartido en dos quintas. Ellis menciona que
este temperamento estuvo en uso en Inglaterra durante una parte del siglo
XIX. Es claro que en este caso, a la quinta temperada original hay que anadir
esta segunda quinta del lobo reducida. Estamos pues en un caso de escala
con dos generadores.

Otra escala, o mejor familia de escalas, que requiren més de un generador
son las escalas justas. Aqui conviene aclara que hemos de entender por este
término. Segun la definicién de Barbour [2] aportada més arriba, la escala
justa seria aquella que emplease una cierta combinacién de quintas y terceras
justas. Las referencias histéricas a este tipo de escala se remontan a Ploto-
meo y, mas recientemente, al teorico renacentista espanol Bartolomé Ramos
de Pareja [6]. Pero esta concepcién inicial se ha ido generalizando y a lo lar-
go del siglo XX se han ido estudiando escalas en que pudieran ser justos los
armonicos limite-7 e incluso limite-11 [20]. Por ello en términos mateméticos,
podriamos definir una escala de entonacién justa como aquella en que todos
sus intervalos pueden expresarse como una sucesion de potencias de niimeros
primos de la forma 270 -3 .5™2.7".11" .. ., donde los r; son niimeros enteros,
positivos o negativos, el nimero primo que se elija para detener la sucesion
seria el “limite de la escala”. Bajo esta terminologia, la escala pitagorica es
una escala limite-3, la justa tradicional es limite-5, etc. En este contexto,
es interesante recordar el trabajo de Adriaan Fokker[12]. Fokker propuso y
utizo una representacion gréafica de las escalas de entonacién justa en la que
los intervalos generados por cada uno de los nimeros primos se representan
en ejes separados de un espacio de n dimensiones. De esta representacion
se excluye el nimero 2 ya que este forma parte de la relacién que permi-
te establecer las relaciones de equivalencia y por lo tanto no aporta nuevos
intervalos "per se”. La logica de esta representacion es clara, cada ntimero
primo genera unos intervalos que le son propios e independientes de los ge-
nerados por los otros niimeros primos, por ello pueden considerarse como un
“generador” independiente o como una dimension.

Posiblemente lo mas 1til para explicar este concepto es presentar un ejem-
plo. La figura [1| muestra los intervalos generados por encadenamiento suce-
sivo de quintas y terceras justas. Las quintas se mueven en horizontal hacia
la derecha y la terceras mayores en vertical ascendente. Como es logico el
movimiento de quintas hacia la derecha puede verse, también, como un mo-
vimiento en cuartas hacia la izquierda. La que podria llamarse escala de
entoncacion justa “clasica se ha destacado mediante un sombreado”. Pue-
de realizarse una representacion similar, aunque algo méas compleja, en tres
dimensiones para recoger las escalas limite-7. Como es logico, aunque el con-
cepto sigue siendo t1til, para escalas limite-11 y superior la representacion
grafica deja de ser factible.
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Eje terceras

125/64
2518 25024 25/16  75/64 225/128
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0445 1615 &5 65 95
64/25

Figura 1: Representaciéon de la escala justa limite-5

Fokker, ademas, utiliza esta visién espacial de las escalas para introducir
dos conceptos de interés el de vectores unisonos y bloques periodicos, ambos
se emplean, fundamentalmente, como medios para reducir las escalas abiertas
e infinitas propias de la entoncacién justas a escalas cerradas.

La representacién de estas escalas en el plano o en el espacio nos sirven
para visualizar de una forma sencilla como la introducciéon de més de un
generador da lugar, inevitablemente, a escalas abiertas. El inico caos en que
esto no se produciria seria aquel en los dos generados generasen, cada uno por
su lado, escalas igualmente temperadas, por ejemplo de n; y ny elementos.
En ese caso la escala producto es cerrada, pero ademas resulta ser una escala
igualmente temperada con un nimero de elementos que se corresponde con en
minimo comtin multiplo mem() de ny y ng, cuyo generador serfa 2mem(nin2)
es decir se reduce a una escala cerrada de un tnico generador.

7. Clasificacion de las escalas atendiendo a su
estructura

Las consideraciones realizadas en las secciones anteriores nos permitirian
abordar una clasificacion de las escalas atendiendo a al niimero y tipo de sus
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generadores. Existen varias clasificaciones de este tipo. Por ejemplo, como
ya se ha mencionado, Ellis [§] clasifica las escalas o, mds exactamente, los
temperamentos en dos categorias: los lineales que contienen una serie infinita
de notas que jamas se cierra y los ciclicos en los que las notas, a partir de
un cierto punto, comienzan a repetirse. Estos tltimos son necesariamente los
que se vasan en una division de la octava en n intervalos iguales.

Por su parte Barbour[2] no propone un clasificacién ‘per se’ pero la agru-
pacién de escalas y temperamentos que presenta un su excelente obra sirve
como tal, a saber: escalas griegas, mesotonicas, de entonacion justa, de di-
vision maltiple y los llamados sistemas irrequlares. Esta agrupacién atiende,
sobre todo, a razones de tipo histérico y de utilizacién practica de las escalas.

Un intento mas explicito de clasificar las escalas en base a su estructura
algebréica es el de Lindley y Tuner-Smith[24]. Estos proponen dividir las
escalas en las de temperamente igual y las arménicas, entendiendo por estas
todas aquellas en que sus generadores tienden a reproducir algunos de los
intervalos basicos. A su vez éstas podrian clasificarse en base a dos criterios
alternativos. Segun el primero quedarian divididas en escalas uni, bi o tri-
dimensionales dependiendo del ntimero de generadores. Segun el segundo se
dividirian en ‘coherente’ y ‘no-coherentes’. Las primeras son aquellas en que,
seglin sus palabras ‘todos las notas dan lugar a una cadena de quintas’. Las
coherentes se dividirian a su vez en ‘regulares’, ‘semi-regulares’ e ‘irregulares’
atendiendo a la distribucién de los tamanos de los generadores involucrados.
Su clasificacién resulta algo confusa porque sus categorias no son claramente
excluyentes entre si.

Aqui proponemos una clasificacién que atienda de manera clara al niime-
ro y tipo de generadores necesarios para la construccion de la escala. Aunque
el interés practico esta, fundamentalmente, en escalas comprendidas en el
ambito de una octava, proponemos establecer una divisién previa atendien-
do a que emplearse en lugar de la octava otro intervalo como generador de
las clases de equivalencia, estamos pensando aqui en escalas del tipo de la
mencionada de Bohlen-Pierce[23] en que la equivalencia se construye a partir
del ratio 3/1. Aun cabria todavia una divisién previa adicional para separar
las escalas que no poseen nitn intervalo de equivalencia. Estas escalas, logica-
mente, son abiertas.Entre las propuestas en esta categoria podrian senalarse
las indicadas por Wendy Carlos[4] .

Centrandonos en las escalas construidas en el &mbito de una octava, pro-
ponemos que la estés se clasifiquen atendiendo al nimero de generadores (o
dimensiones) necesarios para su construccién, empleando este nimero para
hacer referencia al nimero de dimensiones que requeriria su representacién
grafica. Asi tendriamos las escalas uni-dimensionales, las bi-dimensionales,
etc. Cada una de estas categoria se dividiria luego en escalas abiertas o ce-
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rradas. Cerradas son aquellas que permiten la trasposicion exacta de todos
los intervalos y que son, necesariamente, siempre de temperamento igual.
Las abiertas son aquellas que no permiten esta transposicion sin limite. A su
vez las escalas abiertas, tanto las de una como las de dos o mas dimensio-
nes, las dividiriamos, atendiendo al tipo de generadores utilizados, en justas,
aquellas que empleen, exclusivamente los generadores basados en los ntime-
ros primos (y que, por lo tanto, para cada dimensién n serfan realmente las
escalas limite-n ya explicadas. Finalmente, quedarian las escalas de cualquier
dimensién (mayor que 1) en que sus generadores no son ni todos iguales, ni
coinciden con los ratidos de los niimeros primos.

Esta clasificacién queda més clara atendiendo al diagrama siguiente en
el que se aportan ejemplos de cada uno de los tipos mencionados. En el
diagrama hemos hecho referencia al nimero de dimensiones de las escalas en
vez al nimero de generados, pero ambos términos resultan intercambiables.

( ( [ Cerradas Igualmente temperadas
1 Dim : Entonacién Justa (Pitagorica)
Abiertas 0 Py
L tras (p.e. mesotdnica)
( Cerradas  Se reducen al caso de 1 D
Entonacién Justa (Limite-5)
Basad 2 Dim
asadas el Abiertas
la octava .
Otras (p.e. algunas mesotoni-
Escalas \ cas modificadas)
musica-
les ( Cerradas  Se reducen al caso de 1 D
Di L L
3 Dim . Entonacién Justa (Limite-7)
Abiertas
\ Otras
[ n Dim { Igual que en los casos anteriores
Basadas
t . .
o OMOSpoy ejemplo el intervalo 3/1 de la escala de Bohlen-
intervalos .
. Pierce
de equiva-

\ lencia



8. Conclusiones

Este articulo ha presentado algunos resultados derivados de la aplicacion
de la teoria de grupos al andlisis y construccién de escalas musicales. Dicha
aplicacion ayuda a comprender la estructura intima de las escalas musicales.
En el caso de la habituales escalas de 12 elementos, la aplicacién de dichas
ideas da lugar, como no podia ser de otra forma, a resultados bien conocidos.
Sin embargo el formalismo empleado puede resultar til a la hora de proponer
y considerar escalas con méas de 12 elementos. En relacion a este aspecto se
ha discutido cuales pueden ser algunos de los criterios que pueden emplearse
en la eleccion de las escalas mas adecuadas. La ltima palabra quedara, sin
embargo, en manos de los compositores, que habran de encontrar formas de
expression que den sentido y que creen belleza en base al material sonoro que
estas escalas expandidas aportan.

Finalmente, el articulo, ha propuesto una clasificacion de las escalas musi-
cales atendiendo, principalmente, al tipo y nimero de sus generadores. Esta
aproximacién permite presentar la infinita variedad de escalas posibles de
una manera sencilla y comprehensiva que puede facilitar la labor de estudio
y de investigacion.
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